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FORMES DIFFERENTIELLES NON COMMUTATIVES ET
COHOMOLOGIE A COEFFICIENTS ARBITRAIRES

MAX KAROUBI

Abstract. The purpose of the paper is to promote a new definition of coho-

mology, using the theory of non commutative differential forms, introduced

already by Alain Connes and the author in order to study the relation between

A"-theory and cyclic homology. The advantages of this theory in classical Alge-

braic Topology are the following:

A much simpler multiplicative structure, where the symmetric group plays

an important role. This is important for cohomology operations and the in-

vestigation of a model for integral homotopy types (Formes differentielles non

commutatives et operations de Steenrod, Topology, to appear). These consider-

ations are of course related to the theory of operads.

A better relation between de Rham cohomology (defined through usual dif-

ferential forms on a manifold) and integral cohomology, thanks to a "non com-

mutative integration".

A new definition of Deligne cohomology which can be generalized to mani-

folds provided with a suitable filtration of their de Rham complex.

In this paper, the theory is presented in the framework of simplicial sets.

With minor modifications, the same results can be obtained in the topological

category, thanks essentially to the Dold-Thom theorem (Formes topologiques

non commutatives, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup., to appear).

A summary of this paper has been presented to the French Academy: CR

Acad. Sci. Paris 316 (1993), 833-836.

Dans cet article, nous presentons la cohomologie a coefficients arbitraires des

ensembles simpliciaux en termes de formes differentielles.

A priori, le sujet n'apparait pas comme vraiment nouveau puisque, dans le

meme esprit, une presentation fut proposee dans les annees 70 par A. Grothen-

dieck [1] et E. Miller [10], apres le travail de D. Quillen et D. Sullivan en
cohomologie rationnelle.

Cependant, les avantages de la presentation adoptee ici, qui utilise de maniere

intensive les formes differentielles non commutatives et qui prolonge dans un

certain sens l'article de H. Cartan sur le sujet [1], sont multiples. Tout d'abord,

en specialisant les anneaux simpliciaux de base, on retrouve a la fois Valgebre

des cochaines usuelles et celle des formes differentielles (en faisant commuter

les formes). Ainsi, est defini un "chapeau" commun aux formes differentielles

usuelles et aux cochaines (a coefficients entiers). Ceci permet de simplifier con-

siderablement la definition de la cohomologie de Deligne-Beilinson (pour une

variete C°° munie d'une filtration de son complexe de de Rham: cf. [6] et le

§5)._
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Par ailleurs, le complexe de de Rham non commutatif est filtre par le "poids"

ou le "type" des formes differentielles non commutatives (fonctions du degre

des polynomes impliques dans les definitions). Nous montrons ici que le sous-

complexe constitue des formes de poids < r (resp. de type < r avec r > 1)

calcule la cohomologie en degres < r (resp. en degres quelconques): ceci permet

de reduire notablement la taille des formes non commutatives necessaires pour

les calculs (§§3 et 4).
Ceci etant dit, l'avantage essentiel de notre presentation se situe plutot dans

les symetries de la nouvelle algebre de "cochaines" ou de "formes" que nous in-

troduisons ici. Par exemple, la non commutativite de la multiplication des

formes differentielles fermees (ou cocycles) est controlee par une action du

groupe symetrique 6„ (n etant different suivant le degre). Cette action est

homotopiquement equivalente a celle induite par la signature des permutations

(2.12).
C'est ce controle precis de la non commutativite du cup-produit par une ac-

tion homotopiquement equivalente a la signature qui fait l'originalite de notre

presentation par des formes differentielles non commutatives (ou, ce qui re-

vient au meme, par des cochaines "normalisees": cf. 2.11). Comme nous le

montrerons dans un article suivant [7], cet aspect important de la theorie est

responsable des operations de Steenrod (pour la cohomologie a coefficients arbi-

trages). On peut aussi esperer que la mise en valeur de ces symetries au niveau

des formes differentielles non commutatives est un premier pas (modeste) dans

la direction d'un modele "entier" des espaces, analogue au modele rationnel de

Quillen-Sullivan (cf. 1.12 et 2.16 par exemple).
Les specialistes de la theorie des operades reconnaitront ici des idees bien

connues. La relation avec ces idees est plus transparente dans un article sui-

vant celui-ci [7] et utilisant les memes techniques. De maniere plus precise,

il convient de se restreindre alors aux formes differentielles non commutatives
"fermees": dans le langage1 de P. May, les €(j) sont alors des operationes j-

aires sur ces formes et Taction des divers groupes symetriques correspond a des

changements d'ordre du produit de ces formes (cf. 1.12 par exemple).
Enfin, il convient de souligner que nous nous sommes places ici dans un

contexte simplicial pour plus de simplicite. En utilisant le theoreme de Dold-

Thom [4], il est possible de travailler dans un cadre purement topologique et

d'y definir un complexe de de Rham non commutatif (avec action de groupes

symetriques). Nous expliciterons ce point de vue dans une prochaine redaction

(a paraitre aux Ann. Sci. Ecole Norm. Sup.).

1. Formes differentielles non commutatives

1.1. Rappelons d'abord brievement les definitions fondamentales de [2] et

[5]. Soit k un anneau commutatif unitaire et soit A une k-algebre (unitaire,

mais non necessairement commutative). On pose Q°(^4) = A et QX(A) =

Ker(A ®k A -^-> A), oil m est la multiplication. En fait, £lx(A) est un A-

bimodule et d'autres bimodules, notes Q"(A), peuvent etre definis par la for-

'Cf. par exemple l'article de I. Kriz et J.-P. May, Operads, algebras, modules and motives (a

paraitre).
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mule
Qn(A) = QX(A) ®A QX(A) ®A---®A QX(A)

(produit tensoriel de n facteurs Clx(A), consideres comme ,4-modules a gauche

ouadroite). La somme directe Q*(A) des Q"(A) est une k-algebre de maniere
evidente. Par ailleurs, soit

d:_\0(A)^_\x(A)

le /c-homomorphisme defini par d(z) = 1 ® z - z ® 1. II verifie l'identite de

Leibniz
d(xy) = d(x)y + xd(y).

II s'etend en un homomorphisme ^-lineaire de degre un et de carre nul de Q*(A)

dans lui-meme (note encore d) qui verifie l'identite de Leibniz generalisee2

d(co„.dp) = d(con).dp + (-l)noin.ddp ,

ou co„ est de degre n et 0P de degre p. Ainsi, Cl*(A) est munie d'une structure

d'algebre differentielle graduee. Ses elements sont les formes differentielles "non

commutatives".

1.2. Une presentation legerment differente est la suivante (ce qui permet de

caracteriser la differentielle d sur £ln(A) pour n > 0): l'homomorphisme

(x, y) h-> x.dy induit un isomorphisme de A ®k A/k sur QX(A). De meme,

Q."(A) s'identifie au produit tensoriel A®k A/k®k A/k®k- ■ -®kA/k (n facteurs
A/k). Une forme differentielle non commutative s'interprete alors comme une

combinaison lineaire de "symboles"

a°.dax.da2. ■■■da",

dont la differentielle s'ecrit simplement l.da°.dax.da2.--da" . Le produit

(note #) de deux d'entre eux est determine par recurrence sur le degre du

premier symbole grace a la regie suivante:

(co.da)#(x.6) = co#d(ax).9 - co#(a.dx).6,

ou a et x (resp. co et 6) sont des elements de A (resp. Cl*(A)).

1.3. Enfin, il convient de noter que _\*(A) est la solution d'un probleme uni-

versel: pour toute algebre differentielle graduee _* (non necessairement com-

mutative) et tout homomorphisme d'algebres /: A —► IP, il existe un unique

homomorphisme d'algebres differentielles graduees

j": n*(A)^r

coincidant avec / en degre 0.

1.4. Nous allons maintenant introduire d'autres types de "formes differen-

tielles", permettant de reinterpreter ce qui precede. Posons T"(A) =

A ®k ■ ■ ■ ®k A (n + 1 facteurs), soit encore Tx (A) ®A---®A Tx (A) (n facteurs):

ses elements sont designes comme les "formes differentielles etendues de degre

n ". II est clair que _\"(A) = £lx(A) ®a---®a ft'(^)» est un sous-^-bimodule
de T"(A): c'est l'intersection des noyaux des fc-homomorphismes

■     b,:Tn(A)^T"-x(A),

2d sera caracterise en 1.2.
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obtenus en faisant le produit de deux elements de A consecutifs dans le k-

produit tensoriel definissant Tn(A). En outre, la somme directe T*(A) des

T"(A) est une algebre graduee de maniere evidente, le produit3 de a0 ® • • • ® an

par bo®---®bm etant egal a a0 ® ■ ■ • ® anbo ® ■ ■ ■ ® bm . Celle-ci contient Q* (A)

comme sous-algebre.

L'application

(ao, ax, ... , an) i—* aodaxda2 ■ ■ ■ da„

induit un homomorphisme de A:-modules

<f>: Tn(A)^_\n(A)

qui est inverse a gauche de Thomomorphisme d'inclusion

y:_\n(A)^ T"(A).

Cependant, 0 n 'est pas un homomorphisme d'algebres.

1.5.   Proposition. Posons

D(a0®---®a„) = (l®ao®---®a„)

-(a0_l®---®a„)-\-h (-l)"(ao_---<s>an ® 1).

Alors D2 = 0 et les diagrammes suivants sont commutatijs:

Qn(A) -^-^ _V+i(A)       Tn(A) —^ Tn+X(A)

7 y <j> <t> •

T"(A) —2—► Tn+X(A)       Q.n(A) ——^ Q.n+X(A)

Demonstration. La commutativite du deuxieme diagramme resulte immediate-
ment des definitions. D'autre part, les operateurs D et d verifient les relations

suivantes:

D(8ncop) = D(6n)cop + (-l)"dnD(cop)

d(dnwp) = d(6n)cop + (-l)n6nd(a>p)

oil les indices representent les degres. Puisque A et QX(A) engendrent Q*(A),

la commutativite du premier diagramme se deduit de la commutativite dans

le cas oil n = 0 et 1. Pour n = 0, c'est une consequence immediate des

definitions. Pour n = 1, considerons un element cx> = jodji £ Q}(A). Nous

pouvons ecrire alors les identites suivantes:

y(jodf) = Ml ® fx - fx O 1) = fo ® fx - fofx ® 1,
D(y(fodfx)) = 1 ® fo ® fx - fo - 1 ® f\ + fo ® fx ® 1 - 1 ® /o/i ® 1,
yidifodfx)) = y(dfodf) = (1 ® f0 - fo ® l)(l ® f - fx ® 1).

La relation requise

D(y(fodfi)) = y(d(fodf))

s'en deduit. La relation D2 = 0 se demontre de la meme maniere.

3On pourra bien sur remarquer l'analogie frappante avec le produit d'Alexander-Whitney des

cochaines. Cette analogie est expliquee plus loin (cf. 2.9).
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1.6. Proposition. Supposons que A soit une k-algebre augmentee. Alors les
suites

T°(A) ^TX(A)^-► Tn(A) -+■■■

et
Q°(A) ^_\X(A)^-► Qn(A) -► • • •

sontexactes. Les noyaux de D: T°(A) -* TX(A) et d: Cl°(A) -> Qx (A) s'identi-

fient a k.

Demonstration. Soit X: A —► k une augmentation. Nous definissons un "opera-
teur d'homotopie"

K: /4l8("+1) —► A®^>

par la formule:

K(a0®ax ® ■■•®a„) = (-l)"a0®ax ® ••• ® a„-\k(a„)

et par K(ao) = A(fin) sur le complexe augmente. Un calcul immediat montre

que DK + KD = 1, ce qui demontre la premiere partie de la proposition. Par
ailleurs, soit

b':nn(A)^Ci"-x(A)

l'homomorphisme defini par la formule suivante:

b'(a0dax---dan-Xdan) = (-l)n~xa0dax ■■■da„-X(an -k(an))

(noter que a„ - X(an) ne depend que de la classe de a„ dans A/k si n > 1)

et par b'(ao) = k(ao) sur le complexe augmente. Alors b' est la restriction de
K a Cin(A). Done b'.d + d.b' est aussi l'identite.

1.7. Posons quelques definitions:

Une forme differentielle etendue co £ Tn(A) = ^48l('!+1) est dite antisyme-

trique pour Taction du groupe symetrique &n+i si une permutation quelconque

a des elements du produit tensoriel transforme co en e(o)co,e(o) designant
la signature de a .

Soient b,■: Tn(A) —> Tn~*(A) les homomorphismes de fc-modules definis

en considerant le produit de deux facteurs consecutifs (i, i + 1) du produit

tensoriel, / = 1, ... , n. Alors co est dite normalisee si elle appartient a
Tintersection des noyaux des A:-homomorphismes bi.

1.8. Definition. Le ^-module dont les elements sont les formes differentielles
antisymetriques et normalisees est note A" (A). En particulier,

A"(A) C _\n(A) c Tn(A).

1.9. Exemple. Soit V un ensemble fini et soit A = C(V) le A:-module des

fonctions sur V a valeurs dans k. Alors T"(A) s'identifie a C(V"+l), k-

module des fonctions sur le produit de n + 1 copies de V, Qn(A) est le sous

A:-module forme des fonctions j(v0,... ,v„) qui sont egales a 0 si deux argu-
ments consecutifs u, et vi+i sont egaux. Enfin, A"(A) est le sous fe-module
de £l"(A) forme des fonctions antisymetriques.

1.10. Remarque importante. Le k-module A*(A) = ®An(A) n'est pas une

sous-algebre de Q*(A), car le produit dans _\*(A) ne laisse pas stable A* (A).



4282 MAX KAROUBI

1.11. Proposition. La differentielle d: Q"(A) —► Qn+X(A) induit un homomor-

phisme de k-modules
d:An(A) ^An+X(A).

En outre, si A est une algebre augmentee, le complexe correspondant

A°(A) ->AX(A)^-► A"(A) -> A"+1 (A) -» • • •

est acyclique et Kerd: A0 (A) -* AX(A) s'identifie a k .

Demonstration. Soit co = _], a'o ® aj ® • ■ • ® o.n un element de A"(A) que nous

noterons pour simplifier ao ® ax ® • • • ® a„ . Alors d(co) s'ecrit

I ® ao ® ax ® ■ ■ • ® an - ao ® I ® ax ® ■ ■ ■ ® an

+ a0®ax® I ®---®an-\-1- (-l)"+1a0 ® «i ® ■ • • ® a„ ® 1.

La permutation (i, i+l) change le signe de la somme des deux termes d'indices

(i, i + I), ainsi que celui de chacun des autres termes. Puisque le groupe

symetrique est engendre par les transpositions de deux termes consecutifs, d(co)

est bien antisymetrique. Par ailleurs, la somme des deux premiers termes

consecutifs donne evidemment 0 (distinguer les deux premiers termes de la

somme precedente et les autres). Ceci demontre la premiere partie de la propo-

sition.
Soit K: Tn+X(A) -» T"(A) Toperateur d'homotopie defini en 1.6 et associe a

une augmentation A: A —> k . Pour achever la demonstration de la proposition,

il suffit de montrer que K induit une application A"+1(^) —> A"(A). Par

definition, nous avons l'identite K(co) = K(ao®ax ®- ■■®a„®an+x) = ao®ax ®

■ •• ® ank(an+x). II est clair que K(co) est normalise: si on calcule par exemple

an-Xa„k(an+x), on trouve Timage de / = a„-X ® an ® an+x par la composition

des deux homomorphismes t >-+ an-ia„ ® an+x et a® b >-> a.X(b) et le premier

donne 0. De meme, la permutation des facteurs an-i et anX(an+i) revient a

celle de an-x et an. Ainsi K(co) £ A"(A), ce qui acheve la demonstration de

la proposition.

1.12. Sur le sous ^-module Z"(A) de _\"(A) dont les elements sont les formes

fermees de _\"(A), le groupe symetrique &„ opere a droite par la formule

suivante

co" = daa(x).daa(2).---daa(n)

si co = dax.da2.---da„ £ Z"(A) = B"(A) et o £ &„ . Le lemme suivant sera

important dans [7] (cf. aussi 2.14).

1.13. Lemme. L 'action du groupe symetrique sur le sous-module des cycles de

degre n du complexe A*(A) c _\*(A) est donnee par la signature des permuta-

tions.

Demonstration. Soit co = £; a'Q ® aj ® • • • ® a'n un element de A"(A). Puisque

A"(A) C _\"(A) et que Tendomorphisme / = y.cp de T*(A), oil y et cf> sont

definis en 1.4, est l'identite sur Q*(A), co peut aussi s'ecrire J2l a'0 ® da\ ®

■ ■ ® da'n . L'action de 6„ sur Z"(A) est done induite par celle de &„ sur

les n dernieres composantes du produit tensoriel definissant Tn(A) = A®i-n+x"1.

Puisque co est antisymetrique, le lemme en resulte .
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2. Le theoreme principal.
Structures multiplicatives et action du groupe symetrique

2.1. Soit As la A>algebre quotient k[xo, xx, ... , xs]/(xo + xx -\-hxs - 1)

et soit £l*(As) (resp. T*(AS)) Talgebre des formes differentielles non commu-

tatives (resp. etendues) sur As. Les Cl*(As) et T"(AS) sont des k-algebres

differentielles graduees simpliciales, la structure simpliciale etant induite par

celle des As. Elles seront notees simplement Q,* et T*. On notera de meme

A* le k-module gradue simplicial defini par s >-> A*(AS).

2.2. Proposition. Les suites d'applications k-lineaires simpliciales

A0 -^-+ A1 -^ A2 —?-+ ■ ■ ■ -^-+ A" —d-^

QO   _____  QI   _J__  Q2   ____   . . .   _____  Cl"   —_—>

jO D    ,   -pX D    ,   j2 D    ,   . . . D    ,    jn D    ,

sont exactes. Les noyaux des premieres jleches sont simplicialement triviaux et

s 'identifient a k.

Demonstration. C'est une consequence immediate de 1.6 et 1.11, compte tenu
que As est une algebre augmentee (non canoniquement).

2.3. Proposition. Pour n > 0 et s > 1, les groupes d'homotopie ns-X(Q.n) et

ns-X(Tn) sont nuls.

Demonstration. Nous allons demontrer seulement la premiere assertion, la

deuxieme se demontrant de maniere analogue. Notons d* les operateurs face

simpliciaux. Pour que ^-[(Q") soit nul, 5 etant > 2, il faut et il suffit que

tout co £ Q"(/l.s_i), verifiant dj(co) = 0 pour tout i, soit de la forme do(0),

avec 6 £ _\n(As) et dt(6) = 0 pour / > 0. Pour que 7r0(Q") soit nul, il faut

et il suffit que tout X £ Qn(Ao) = k soit de la forme dx(co), avec co £ Q.°(AX)

et do(co) = 0.
La deuxieme assertion est immediate. Si Ax est identifie a k[X], il suffit de

poser 6 = XX pour co = X.
Verifions maintenant le premier point et considerons une forme differentielle

oj(yx, ... ,ys) ,de degre n , definie pour yx-\-\-ys = 1 (en d'autres termes sur

A,s_ i), dont les restrictions aux faces y, = 0 sont nulles. Nous devons etendre

a a As en une forme 6(xo , ... , xs), definie done pour xq-\-\-xs = 1, dont

la restriction a la face x,■ = 0, / > 0 (resp. / = 0), est nulle (resp. est egale a

co en posant y, = x,). En remplacant yx par 1-^2-ys, nous pouvons

ecrire co = co(yx,... , ys) comme un element du groupe _\n(k[y2, ... , ys]),

plus precisement co = yx (y2, y3, ... , ys), yx s'annulant si Tune des variables

y, prend la valeur 0 pour / > 2. Posons alors

ax(xo, xx, ... , xs) = xxyx(x2, Xt., ... , xs)

pour xo-\-\-xs = 1. Cette forme s'annule pour x,■ = 0, / > 1, et elle coincide

avec xxco(xx, ... , xs) pour xo = 0 (poser y, = xf). Des formes differentielles

analogues a2, ... ,as peuvent etre definies en privilegiant a tour de role les

variables x2, ... , xs. Soit alors 6 la forme sur A^ definie par

d(Xo , xx, ... ,xs) = ox(xo,xx, ... ,xs) + o2(xo,xx, ... ,xs)

+-\-os(x0, Xx, ... , xs).
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Cette forme s'annule sur toutes les faces x,■■ = 0, i > 1 . Sur la face Xo = 0, elle

est egale a

XX(0(X\, ... , xs) +x2co(xx, ... , xs) + ■ ■ ■ + XsQ}(Xi ,... ,xs),

c'est-a-dire a co(xx, ... , xs), puisque xx + x2-\-hxs = 1.

2.4. Ann de comparer les formes differentielles non commutatives et les co-

chaines simpliciales usuelles, il est commode de considerer Talgebre simpliciale

quotient A, de A„ que voici: elle est obtenue a partir de As en la quotientant

par les relations (x_)2 = x, et X/Xj = 0 si i ^ j . Ainsi, As s'identifie a ks+l,

fc-algebre des fonctions (a valeurs dans k) sur Tensemble fini {0, 1, ... , s} ,

sommets du s-simplexe standard As. L'homomorphisme As -» As associe a un

polynome P la valeur obtenue lorsque toutes les variables jc, sont nulles sauf

une (necessairement egale a 1). En appliquant aux algebres simpliciales A* et

At les foncteurs A*, Cl* et T* du § precedent, on obtient ainsi six ^-modules

simplicaux qu'il est commode de rassembler dans le diagramme suivant:

A*(A*) -► Cl*(A*) ->   T*(A.)

I i I
A*(^.) -> Cl*(A„) -► T*(A,).

On demontre pour Talgebre simpliciale A* et les /c-modules differentiels

gradues simpliciaux qui s'en deduisent A* = A*(AS), Cl* = Q.*(AS) et T* =

T*(AS) une proposition analogue a la proposition 2.2:

2.5. Proposition. Les suites d'applications k-lineaires simpliciales

A0 -^ A1  -^-^ A2 -^-^ ■ ■ ■ -^-^ A" -^_^

QO -^-^ Q1  -^-^ Q2 -J-_ ... -J-_ Q«       d   ,

7^0          D         Tf^l          D         7^2          D                        D          ~„          D
J "   -►   1       ->    1 *■   ->   ■ ■ ■   ->   1 "   -►

sont exactes. Les noyaux des premieres jleches sont simplicialement triviaux et

s 'identifient a k.

Par ailleurs, les groupes d'homotopie des quatre algebres simpliciales Cl*, Cl*,

T* et T* sont nuls. La_proposition suivante montre qu'il en est de meme pour

ceux du /c-module A* (A*).

2.6. Proposition. Les groupes d'homotopie ns(An(Ai,)) sont nuls pour s et n>

0.

Demonstration. L'ensemble A"(^) s'identifie au /c-module des fonctions de

n + 1 variables f(vo, vx, ... , v„), ou les Vj parcourent Tensemble V des
sommets de A5, qui sont antisymetriques pour Taction du groupe symetrique

6„+i et qui sont nulles si deux variables i>, sont egales. Si une telle fonction

est definie sur As et si elle est nulle sur toutes les faces, on Tetend de maniere

evidente a As+X en une fonction F definie par F(vq, vx, ... , vn) = 0 si Tun

quelconque des v, n'appartient pas a As.
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2.7. Theoreme. Notons indifferemment T* un des cinq k-modules differentiels

simpliciaux gradues definis en 2.4, soient Cl*(A,), T*(A*), £l*(A*), T*(A*) et

A* (A*) respectivement. Pour tout ensemble simplicial X, posons T*(X) =

Mor(X,T*). La cohomologie du k-module gradue T*(X) s'identifie alors na-
turellement a la cohomologie H*(X; k) de Vensemble simplicial X a valeurs

dans k.  Cet isomorphisme est en outre un isomorphisme d'algebres saujpour
r: = A*(A*).4

Demonstration. Nous allons appliquer la methode developpee par H. Cartan

dans [1]. II est d'abord clair que Mor(X, T*(A*)) s'identifie a Talgebre usuelle

des cochaines sur Tensemble simplicial X a coefficients dans k , le cup-produit

s'identifiant a celui d'Alexander-Whitney (cf. 1.4 ainsi que 2.9 pour les details).

D'autre part, d'apres 2.2 et 2.5, si on note Zr le A>module simplicial des formes

"fermees" (ou cocyles) de degre r pour Tun quelconque des cinq complexes

simpliciaux T* consideres, on a une suite exacte de A>modules simpliciaux

0 _» zn~x —► F" M Zn —> 0.

Les groupes d'homotopie de T" etant tous nuls et Z° s'identifiant au A:-module

simplicialement trivial k, on demontre par recurrence sur n que Z" est un

modele de Tespace d'Eilenberg-Mac Lane K(k, n). Ainsi, les cocycles de degre

n du complexe T*(X) s'identifient aux morphismes de X dans Z" . Les

cobords s'identifient aux morphismes qui se factorisent par Tn, c'est-a-dire

ceux homotopes a 0, car Tn est contractile. Done la cohomologie en degre n

du complexe est isomorphe a Tensemble des classes d'homotopie de X dans
K(k, n): le theoreme est demontre.

2.8. Remarque. Un examen attentifdes defiitions et des demonstrations pre-
cedentes pour le groupe simplicial A* montre que la structure d'anneau de

k n'est pas intervenue de maniere essentielle (sauf evidemment pour le cup-

produit en cohomologie; cf. 1.9). Le theoreme precedent est done en partie

vrai pour un groupe abelien quelconque k , avec une modification evidente des
definitions.

2.9. Nous allons preciser un peu plus Tisomorphisme entre la cohomologie

usuelle et celle du complexe Q\*(X) = Mor(X, Q*), appelee cohomologie de

de Rham non commutative de Tensemble simplicial X. Soit C*(AS) Talgebre

standard des cochaines sur A^ = {0,1, ...,5} a coefficients dans k: une

cochaine X de C"(AS) est la donnee, pour toute suite (/n, • • ■ , in) € A^, d'un

element A(/n, ... , /„) de A:. Le cup-produit

C"(AS) x Cm(As) -» Cn+m(As).

est defini grace a la formule d'Alexander-Whitney (cf. [8, p. 241]):

(X U p)(i0 , ... , in+m) = k(io , ... , i„)p(in , ... , in+m)

(Ainsi C*(AS) s'identifie a T*(AS) avec les definitions de 1.4 et 2.4.) Si X £

C°(AS), son cobord d(X) e C (A,) est done defini par d(X)(i, j) = X(j) - X(i).
Soit maintenant

_ 9* ■ a* (As) - C*(AS)

4qui n'est pas consideree comme algebre: cf. la remarque 1.10.
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Tunique homomorphisme d'algebres differentielles graduees tel que cp°(j) = j

soit la restriction du polynome / aux sommets de As. Ainsi, g>°(j)(i) =

j(0, ... , 1, 0, ...), oil le 1 est a la /feme place (cf. 1.3). Plus precisement, cpn

est defini par la formule suivante:

cp"(f.djx.dj2. ■■■djn) = j° U Sjx U dj2 U • • • U Sj" ,

ou le deuxieme membre est done la cochaine

(io, ii,..., /„)--/0(fo)[/1(/i)-/H'o)][/2(^)-/2(/i)]---[/"(/„)-/w(/„-i)].

2.10. Theoreme. L'homomorphisme cp* induit un isomorphisme d'algebres de

cohomologie

H"(Cl*(X))^H"(X;k),

H"(X;k) (resp. H"(Cl*(X)) designant la cohomologie simpliciale usuelle (resp.

la cohomologie de de Rham non commutative) a coefficients dans k.

Demonstration. Ce theoreme n'est qu'une reformulation de 2.6, compte tenu

des considerations algebriques du § 1.

2.11. Remarque. La cohomologie des ensembles simpliciaux apparait done

ainsi comme celle du complexe Mor(X, Cl*(A*)), oil Cl"(At) est forme des

cochaines "normalisees"

(io, ix, ... , in) •-> f(io, ix, ■■■, in),

e'est-a-dire telles que /(z'o, ix, ... , in) = 0 si deux indices consecutifs ia et

ia+x sont egaux. L'action du groupe symetrique sur Tensemble des cocycles

normalises provient de Tidentification entre cet ensemble et celui des formes

differentielles non commutative fermees de degre n sur Tanneau A*.

Notons de maniere plus precise Z£(At) (resp. Z"(At), Zn(At) Tespace Z"

des formes fermees de degre n decrit en 2.7 pour le complexe simplicial A* (A*)

(resp. Cl*(A»), Cl*(A*)). L'inclusion E de Z£(A*) dans Z"(At) et d'apres

Tapplication canonique 6: Z"(Att) —> Z"(At) sont des equivalences d'homo-

topie 2.7.

2.12. Proposition. Les homomorphismes de k-modules simpliciaux _ et 8

sont des equivalences d'homotopie equivariantes pour Taction du groupe

symetrique &n sur Zn(As) et Z"(At) decrite en 1.12 et pour Taction de &n

par la signature sur Znk(A„).

Demonstration. C'est une consequence immediate de 1.13 et 2.7.

2.13. Soient maintenant n un sous-groupe du groupe symetrique &„ et En

le 7r-fibre principal universel sur Bn = K(n, 1). Soient

Zi=EnxnZn(A<),     _ = EnxnZn(At)   et    „ = En xn ZnK(At)

les espaces de Borel correspondants,5 consideres comme fibres sur Bn . Nous

avons des applications fibrees £,x ->& *- £3 induites par les applications canon-

iques equivariantes Zn(A„) -> Z"(A*) «- Z£(A*).

5 L'action du groupe symetrique &„ sur le ^-module des formes fermees de degre n a ete

explicitee en 1.12. Sur Z^(A*) cette action est donnee par la signature.
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2.14. Theoreme. Les applications £,x —> _ <— _ sont des equivalences d'homo-

topie fibrees.

Demonstration. II suffit de juxtaposer les trois fibrations suivantes

Z»(A.) -► En xn ZnK(A*) -► Bn

I 1 I
Z"(A*) -► EnxnZn(A,) -► Bn

i        i        f
Zn(A.) -► EnxnZ"(At) -► Bn.

2.15. Remarque. Ce resultat s'interprete plus simplement si n est inclus dans

le groupe alterne ou si 2 = 0 dans k . L'espace de Borel est alors simplement

Bn x Z"(At) = Bn x Z"(A*), soit Bn x K(k, n). Plus generalement, pour un

ensemble simplicial X et n quelconque, Tensemble des classes d'homotopie

d'applications de X dans l'espace de Borel En xn Zn(Att) ou En xn Zn(At)

s'identifie a Hn(X x Bn; k), k representant le systeme de coefficients locaux k

induit par la signature des permutations sur n = nx(Bn).

2.16. Remarque. D'autres operations peuvent etre definies sur le A:-module des

formes differentielles non commutatives (cf. [3]). En particulier, Taction o„ du

generateur du groupe cyclique Z/« operant sur Z"(A) peut etre etendue en un

operateur inversible k sur Cl"(A)6 defini par x(aodax ■ ■ ■ da„) = da„.ao.dax ■ ■ ■

da„-X. On a alors un diagramme commutatif

0 -► Zn~l(A) -► O,"(A) -► Z"(A) -►  0

\On -1 K On
•i* -L 4-

0 —-► Zn~x(A) -► _\"(A) -► Z"(A) -► 0.

II convient de noter que Taction de k controle la non commutativite du dia-

gramme suivant:
Zm(A) x Cl"(A) -> Cln+m(A)

I I
Qn(A) x Zm(A) -► Clm+n(A).

D'autre part, Talgebre engendree par k et le groupe symetrique 6„ permet

de caracteriser A"(A) comme sous A>module de Cl"(A): 6„ y opere via la

signature des permutations et k y opere comme (-1)"-1 .

3. Reduction par le type

3.1. Soit de nouveau A Talgebre As, c'est-a-dire le quotient de Talgebre

des polynomes A:[xo, ... , x$] par Tideal (_xt -I). En tant que A:-module,

T"(A) = A ®k ■ ■ ■ ®k A (n + 1 facteurs) s'identifie a un quotient d'une algebre

de polynomes en (s + l)(n + 1) variables xj, j = 0,... , s et i = 0, ... , n .

6deja introduit dans [5] (au signe pres).
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Si une forme differentielle etendue co est la classe d'un polynome P en les xj,

on note r' le degre total de P par rapport aux variables xj, j variant de 0

a 5. La forme co est dite de type < r si elle est la classe d'un polynome P

tel que r' < r pour tout /. Le A>module des formes differentielles etendues

de degre n et de type < r sera note T^r(A). En particulier, T£0(A) = k. II

est clair que la differentielle D: T"(A) —► Tn+X(A) induit un homomorphisme,

note encore D,de T£r(A) dans Tgl(A).

3.2. Proposition. La suite de k-modules simplicaux

Tl(A) -- nr(A) -^ Tl(A) -^ ■ • • -^ I^) -^ 7^>(/l) -°* • • •

est exacte. Le noyau du premier homomorphisme est simplicialement trivial et

s 'identifie a k .

Demonstration. II suffit de remarquer que Toperateur d'homotopie

K: Tn+X(A)-^ T"(A)

defini en 1.6 respecte le type.

3.3. Proposition. Soit T"r le k-module simplicial

s ~ nr(As).

Alors, pour n >0, s > 0 et r > 1, les groupes d'homotopie ns(T"r) sont nuls.

Demonstration. L'assertion etant claire pour 5 = 0, nous supposerons s > 1 .

Soit co une forme differentielle etendue de degre n et de type < r sur As,

c'est a dire un polynome7 en les variables (xj, ... , x's), i = 0, ... , n , qui

s'annule sur toutes les "faces" de As, done si Xi = 0 ou x2 = 0, ... , ou
xs = 0, ou xx + x2 + ■ ■ ■ + xs = 1 , les Xj designant les groupes de variables

xj, i = 0, 1, ..., n. Nous devons montrer que co s'etend en une forme

co sur AJ+I , e'est-a-dire en un polynome en xx, x2, ... , xs+x, s'annulant si

Tun des groupes de variables Xj, j < s, est nul ou si xx + x2 + ■ ■ ■ + xs+x =

1 , et qui coincide enfin avec co si le groupe de variables xs+x se reduit a 0.

Ecrivons co(xx, x2, ... , xs) sous la forme co(x®, xj, ... , x" ; x2, ... , xs) (ce

qui privilegie le groupe de variables xx). Alors co peut s'ecrire ainsi:

CO(Xy , Xj , . . . , Xj , X2 , . • ■ , Xs)      CO(\J , Xj , Xj , . . . , Xj , X2 , . . . , Xs)

+co(0, x\, x\, ... , xl; x2, ... , xs) - co(0, 0; x\, ... , xl; x2, ... , xs)

+co(0, 0, ... , 0, x,";x2, ... , x,) -co(0, ... , 0; x2, ... , xs),

compte tenu que co(0, ... ,0; x2, ... , xs) = 0 par hypothese. Ainsi co s'ex-

prime comme combinaison lineaire des x{ avec des monomes en les xj comme

coefficients. On peut proceder de meme avec les autres variables pour chaque

monome qui intervient dans la decomposition precedente. Plus precisement,

co s'exprime comme combinaison lineaire des monomes xj'x^2 • • ■ x'ss, avec

des monomes Xili2...is en les xj pour coefficients; en outre, la construction

precedente montre que le poids de chaque monome A,-1,-2...,3x,'lX22 • ■ ■ x'ss   est

7 D'un point de vue additif, un produit tensoriel d'algebres de polynomes est evidemment une

algebre de polynomes.
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< r. Introduisons maintenant de nouvelles variables t°, tx, ... , t" et posons

formellement x' = y'/t' ou, plus precisement, xj = yj//'. En multipli-

ant la fraction rationnelle co(y'j/t') par (t°tx ■■■t")r, on trouve un polynome

G(yi, yi, ■■■ , ys, t°, tx, ... , t") qui coincide avec ai(xi, ... , xs) si y,- = Xj

et /' = 1. Ce polynome s'annule si le groupe de variables z est egal a 0, avec

z' = __Pj=x y'j-tl. En recommengant le raisonnement precedent avec la nouvelle

variable z, on voit que 6 s'ecrit comme combinaison lineaire des monomes

xj'x22 ■■ -x'ppzk . En remplacant /' par 1, il en resulte que co s'exprime comme

combinaison lineaire des monomes xj'x^2 • • xj5(^=j Xj - 1), soit

w = 5ZKh-iskXxxi ■ ■ -xs  I _ZXJ ~ l I •

ou le type des monomes Xi]ir..iskx\xx^ ■ ■ ■ XssXj est < r. La forme differentielle

6}(Xx ,... ,XS+X)=     J2    Kh~hkXiX2 ■■■xs   \Y.xj-l\
i\h—i,k \y'=l /

est alors definie sur As+X et verifie les conditions requises.

3.4. Corollaire. Soit Z£r c T£r le k-module simplicial des jormes differenti-

elles etendues jermees de degre n et de type < r. Alors, si r > 1, ns(Z^r) = 0

si s ^ n et n„(Z£r) = k. Par consequent, Z"r est un modele de l'espace

d'Eilenberg-Mac Lane de type (k, n) et la cohomologie de degre n d'un en-

semble simplicial X est celle du sous-complexe Mor(X, 7<r) de Cl*(X) =

Mor(X, Cl*).

Demonstration. Ecrivons la fibration suivante (en utilisant 3.2):

0^ •yn — 1 _.  -TV!—1      _.  -yn       . r\
^<r *<r ' ^<r "* "•

Puisque les groupes d'homotopie de T"JX sont nuls d'apres la proposition

precedente, ns(Z") est isomorphe a no(Zf~s) ou a ns-n(k). Ces groupes

sont nuls si 5 ^ n et sont canoniquement isomorphes a k si s = n, ce qui

demontre la premiere partie du corollaire. Par ailleurs, le A:-module des cocy-

cles de degre n du complexe Mor(^f, T<r) est egal a Mor(A", Z"r). Puisque

T"~x —> Z"r est une fibration, le A:-module des morphismes X —> Z£r ho-

motopes a 0 s'identifie au A>module des cobords, c'est-a-dire des morpHismes

se factorisant en X —> T"~x —► Z"r. Done, la cohomologie en degre n du

complexe Mor(X, 7<r) est isomorphe a Tensemble des classes d'homotopie

d'applications simpliciales de X dans Z"r, c'est-a-dire a 77"(X; A").

3.5. Remarque. Considerons plus particulierement le complexe r<, . II

s'identifie (additivement) au complexe des cochaines C* (utiliser le fait que

le quotient A:[x]/(x2-x) est isomorphe au A>module des polynomes de degres

< 1). Le morphisme compose

C* = T|, ->T* -^C*,
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ou t est induit par Tapplication canonique A* —> A* (cf. 1.4 et 2.4), est

evidemment Tapplication identique.

4. Reduction par le poids

4.1. Reprenons les notations du debut du §3. Une forme differentielle etendue

co est dite de poids < r si Zr, < r. Le A:-module simplicial des formes

differentielles etendues de poids < r sera note TP-. (ne pas confondre avec

la definition sensiblement differente T£r explicitee en 3.1). La differentielle

D induit alors un homomorphisme de TP, dans TPtx . De meme, on note

Cl", le A:-module simplicial des formes differentielles combinaisons lineaires

de aodax ■ ■ ■ dan , ou les a, sont des polynomes dont la somme des degres est

< r. La differentielle d induit un homomorphisme de Q7, dans ClnAx . II

est clair que Tinclusion Q" —» T" et la projection T" —> Cl" respectent les

filtrations par le poids. En particulier TP, nCl" = Cl?, .

4.2. Proposition. Les suites de k-modules

7fr)(A) -^ Txr)(A) -£♦ T2r)(A) -D+.--D+ Tfr)(A) -D-+ T»+l(A) -^ • • ■

et

Cl°(r)(A) ± Cl\r)(A) -0> Cl2r)(A) JL.-.JL Cl"{r)(A) JL Q«|i (A)±--.

sont exactes. Les noyaux des premiers homomorphismes sont simplicialement

triviaux et s'identifient a k .

Demonstration. Comme dans le paragraphe precedent, il suffit de remarquer que

Toperateur d'homotopie K defini en 2.2 respecte le poids aussi bien que le type.

En outre, il coincide avec Toperateur d'homotopie V lorsqu'on se restreint au

sous A>module Cln+X(A) de Tn+X(A).

4.3. De maniere parallele a la discussion developpee dans le §3, nous nous

proposons de montrer que les groupes d'homotopie ns(TP,) et ns(Cl"r,) sont

nuls avec cependant la restriction s < r. A cette fin, nous aurons besoin de

quelques lemmes preliminaires, inspires de discussions avec R. Thomason.

Soit Rs Talgebre des polynomes a sn variables notee de la maniere suivante

Rs = k[xx , Xj,... , Xj , x2 , ... , X2 , . • •, xs , — , Xj j.

On pose
/' = xj + x\ + ■ ■ ■ + xx

j2 = x2 + X2 + • • • + X2

j"=x? + x!l + --- + x?.
On considere les ideaux suivants

J1 = (xx , ■ ■ ■ , xn), J2 = (X2 ,..., x_),..., Js = (xs , ... , Xj ),

f = (j\j\...,/").
L'entier n etant fixe dans ce qui suit, les ideaux JP , 72" , ... , J" seront notes

simplement Jx, J2, ... , Js s'il n'y a pas de risque de confusion. D'apres les

arguments developpes en 3.3, Tintersection des ideaux Jx n J2 n • • ■ n Jq est egale

a leur produit KQ = JX.J2-- Jq si q <s.
Par la suite, nous utiliserons constamment le lemme general suivant:
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4.4. Lemme. Soient Lx et L2 deux ideaux quelconques d'un anneau commu-

tatijunitaire R. Alors Lx f)L2/Lx.L2 = Torf (R/Lx, R/L2). En outre, si R
est un anneau gradue et si Lx et L2 sont gradues, I'isomorphisme precedent

respecte la graduation.

Demonstration. Ecrivons la suite exacte

Torf (R, R/L2) - Toif (R/Lx, R/L2) - Lx ®R R/L2

^R®R R/L2 -> R/Lx ®R R/L2.

Nous avons Torf (R, R/L2) = 0 et Lx ®R R/L2 _ LX/LX.L2. Done

Torf (R/Lx, R/L2) _ Ker(Lx/Lx.L2 -» R/L2) _ Lx n L2/LX.L2.

Dans le cas gradue, ces isomorphismes sont bien entendu compatibles avec la

graduation.

4.5. Lemme. Pour tout i, on a un isomorphisme de k-modules gradues

Torf_x(Rs/f, Rs/Jx ••■/,) a Jorf>-l(Rs_i/J, R,_,/7, • • -7.)

oil ^, Jr, etc ... sont les images des ideaux J", Jr, etc ... dans Vanneau

quotient Rs-x — Rs/(xx, x2, ... , x").

Demonstration. Puisque Ks_xJs = Ks_xnJs, nous pouvons ecrire la suite exacte

0 -♦ RS/KS_XJS -► RS/KS_X®RS/JS -> RS/(KS_X + Js) -. 0.

Par ailleurs, nous pouvons resoudre Rs/^ par le complexe de Koszul qui est

le produit tensoriel des complexes suivants (a variant de 1 a s) :

ra

Rs-► Rs-

II en resulte que Torf'(RsfJ', Rs/Ks_x) et Tor*s(Rs/</, Rs/Js) sont nuls

pour / > 0, car les ja forment une suite reguliere dans RS/(KS-X) et dans

Rs/Js- Par consequent,

Torf°(Rs/,f,Rs/(Ks_x + /,)) = Torf_x(Rs/J, Rs/Ks).

D'autre part, puisque la structure de ^-module de N = RS/(KS_X + Js) =

RS-X/JX.J2 ■ ■ ■ Js-i est induite par celle de R^-rmodule grace a la projection

canonique Rs —» Rs-x — Rs/Js, le meme argument (complexe de Koszul),

montre aussi que

Torf-\RS-X/J, N) = Torf ~\RS_X/J, Rs_x/Ix -12. ..ls_x)

^Torfs(Rs/^,N).

Le lemme est alors obtenu en composant les deux isomorphismes que nous

venons de demontrer.

4.6. Corollaire. Le k-module gradue J" n (/1./2 • • • Js)/^ -Jx-Ji •••Js est nul
en poids > s.

Demonstration. Designons par la meme lettre un ideal dans Rs et sa projection

dans Rq avec q < s en general. Le lemme precedent utilise 5 -1 fois demontre
Tisomorphisme suivant:

Tot*>(R,/S, Rs/JxJ2--Js) = To^(Rx/J?, Ri/Ji) _To^"-^](k, k).
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II est bien connu8 que ToifLvi' '^"'(A:, k) est une algebre exterieure engendree

par des elements de degre 1 et de poids 1 (par rapport aux variables y). Le

lemme en resulte.

4.7. Proposition. Soit A Talgebre simpliciale s h-> As et soit Q?, (resp. TP,)

le groupe simplicial des jormes differentielles (resp. etendues) de degre n et de

poids r sur Talgebre simpliciale At. Alors les groupes d'homotopie ns(Cl"r)) et

ns(TPA sont nuls si r > s.

Demonstration. Puisque Cl"r, est facteur direct de TP, (cf. 1.4), il suffit de

demontrer que le deuxieme groupe est nul. Pour cela, considerons une forme

differentielle etendue de poids < r avec r > s, c'est a dire

co = co(xx, x2, ... , xs)

avec Xj = (xj), qui s'annule si x, = 0 pour un i ou si xx + x2 + ■ ■ ■ + xs = 1

(c'est-a-dire = 1 pour toutes les coordonnees). D'apres 4.6, la partie homogene

de co en degre r peut s'ecrire comme une somme

2__kili2...is(x)xlt.x21 •••x'ss I 2__Xj I .

La difference entre co et la somme

e = 52xilh...is(x)xi>.x2> ■ • -xi> I J2xj -! )

est une forme differentielle etendue de poids < r— 1 qui possede les memes pro-

prietes que co. Elle s'etend en une forme de poids < r sur le (s + l)-simplexe
verifiant les proprietes voulues, grace a Targument de "partition de Tunite" ex-

plicite en 2.3. Si, dans Texpression de 8, la somme __Si_x  est remplacee par

__Sj_\ , on trouve ainsi une forme differentielle sur le (s + l)-simplexe verifiant

les proprietes requises. La proposition est demontree.

4.8. Theoreme. Pour tout ensemble simplicial X, et r > n, la cohomologie en

degre n du complexe Q.*r-.(X) = Mor(X, Cl*.) est isomorphe a la cohomologie

a coefficients dans k.

Demonstration. Comme dans le paragraphe precedent, designons par Z* le k-

module des formes differentielles fermees. D'apres la proposition 4.2, nous

pouvons ecrire la suite exacte de ^-modules simpliciaux

n —v 7«-' _, o"_1 —> 7" —> nu    z(0       "(/•)       z(^)     u'

Si r > s, nous avons done ns(ZPr)) = ns-\(Z"r^x) qui est isomorphe a

ns-n(Z^r)) si s > n ou a n0(Z"~p) si n > s. Ces derniers groupes sont

nuls si s ^ n et sont canoniquement isomorphes a k si s = n .

Si s > r, done s > n ,le groupe d'homotopie ns(Z^) est nul, car une forme

differentielle de poids < r < s s'annulant sur toutes les faces de As est nulle.

8Complexe de Koszul de nouveau.
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Enfin, si s = r > n , Thomomorphisme Cl?r7' —> ZP, ci-dessus induit 0 sur les

groupes d'homotopie nn, car une forme differentielle de degre n - 1 s'annulant

sur toutes les faces de A„ est exacte. Par consequent, ns(ZP,) est isomorphe a

^_i(Z"r'), Targument etant le meme que plus haut.

En conclusion, si r > n, nous avons demontre que ZP, est un modele

de l'espace d'Eilenberg-Mac Lane de type (k, n) et que Thomomorphisme

Cl?7x —► ZP, est homotope a 0. Ainsi, le k-module forme des classes d'homoto-

pie d'applications de X dans ZP, s'identifie au quotient de Mor(X, ZP,) par

Timage de Mor(X, Q?7'), c'est-a-dire a la cohomologie du complexe

Mor(X, Cl*r)). Le theoreme est demontre.

4.9. Remarque. Considerons Tintegration des formes differentielles decrite

dans Tappendice. En remplacant le complexe Cl* par le complexe T<1 (resp.

Cl*,), nous definissons (par Tintegration usuelle sur les simplexes) un mor-

phisme de complexes

Tl^C"   (resp.nfr)->C£)),

ou Cn (resp. CP.) designe le A:-module des cochaines usuelles localise par

inversion de (n + 1)! (resp. r!). Ce morphisme se factorise bien entendu par le

/c-module des formes differentielles commutatives de poids n+l (resp. r), oil la

meme factorielle est inversee. Par ailleurs, il est bien connu que le A>module des

formes differentielles commutatives forme un complexe, dont la cohomologie en

degre n est isomorphe a H"(X;k) si (« + l)! est inversible dans k . Danscette

echelle, la cohomologie des formes differentielles non commutatives coincide

done avec celle des formes differentielles commutatives (cohomologie "tame").

5. Cohomologie de Deligne-Beilinson

5.1. Soit M une variete differentiable munie d'une filtration9 Fr de son

complexe de de Rham A*(M) = A*(M; k) des formes differentielles a coeffi-
cients dans k = R ou C. La cohomologie de Deligne-Beilinson (dans le sens

generalise en [6]) est celle du "cone a gauche"10 du morphisme

V: C*(M; Z) x Fr(A*(M)) -+ A*(M),

oil C* (M; Z) est le cone a gauche du morphisme

C*(M; Z) x A*(M) -» C*(M; k).

Le complexe des cochaines singulieres dijferentiables sur la variete M a co-

efficients dans L est ici designe par C(M; L). Le morphisme A*(M) -»

C*(M; k) est defini par integration des formes differentielles sur les simplexes

singuliers differentiables (cf. [6, §7.11 et 7.15], pour les details).  En outre, la

9Un exemple typique est celui de la filtration de Hodge sur une variete analytique complexe

X, k etant le corps des nombres complexes: cf. [6]. La notation A* est utilisee afin d'eviter toute

confusion avec le complexe de de Rham non commutatif qui est note fl* dans cet article.

10Le "cone a gauche" C(a) d'un morphisme a. C —► D* d'un morphisme de complexes

cohomologiques est defini en sorte qu'on ait la suite exacte Hn(C(a)) —► Hn(C) —» Hn(D"). —»

H"+i(C(a)) —» •• ■ Comme il a ete souligne dans [6], cette definition (qui est la suspension de le

definition usuelle du cone) est celle qui convient pour les structures multiplicatives en cohomologie.
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cohomologie de Deligne-Beilinson peut etre munie d'un produit remarquable11

(cf. loc. cit. et Note 9).
L'objet de ce paragraphe est de montrer que la cohomologie de Deligne-

Beilinson, munie de sa structure multiplicative, est canoniquement isomorphe

a la cohomologie du cone a gauche du morphisme de complexes

Cl*(N(^);Z) x Fr(A*(M)) -» A*(M).

Dans notre contexte, 1/ est un recouvrement ouvert de M choisi assez fin

pour que la realisation geometrique de son nerf N(%/) soit homotopiquement

equivalent a M; Cl* designe le complexe de de Rham non commutatif de

Tensemble simplicial N(%).
De maniere plus precise, une forme differentielle non commutative sur N(^)

a coefficients Z induit une forme differentielle non commutative a coefficients

k (= R ou C suivant la theorie). Grace a une partition de Tunite, elle induit

done une forme differentielle commutative usuelle sur M. On definit ainsi un

morphisme de complexes

Cl*(N(2f);Z)-+A*(M).

5.2. Fixons une fois pour toutes une partition de Tunite associee au recou-

vrement ^. On peut lui associer le diagramme commutatif suivant (oil C(a)

designe en general le cone a gauche du morphisme a).

C(u) -► C*(M;Z) xA*(M)        —^     C*(M;k)

1 1 i
Civ) -► C*(\N(%)\;Z)xA*(N(%')) —^     C*(M;k)

i I i
C(w) -►   C*s(n(%);Z)xA*s(N(%))   —2-» C;(N(%f); k)

1 ! 1
Cl*(N(%);Z) -► Cl*(N(%f);Z) -► 0

Dans ce diagramme, C*(M;L) designe de maniere generale le complexe

des cochaines singulieres differentiables sur M a coefficients dans L;

C*(\N(f/)\; L) designe le complexe des cochaines singulieres sur la realisation

geometrique \N(W)\ dunerfde %; C*(N(%f); L) est le complexe des cochaines

simpliciales sur N(^). Un «-simplexe de N(%") induit une application

A" -+ \N(i/)\

d'ou le morphisme de complexes

C*(\N(%)\;L)^C;(N(W);L).

Enfin, A*(N(s/)) designe le complexe de de Rham-Sullivan sur Tensemble sim-

plicial Ni&) et le morphisme C*(\N(%)\; L) -» C*(M;L) est induit par
Tapplication continue bien connue M —> |7V(§S^)|.

1' Pour k = C , il convient de multiplier certains morphismes par une puissance de 2in . Nous

negligerons ce facteur ici, car il ne joue qu'un role de normalisation.
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5.3. Par ailleurs, les diagrammes induits par cup-produit comme le suivant,

obtenu par integration des formes:

A*(M)xA*(M)       -►     A*(M)

C*(M; k) x C*(M; k) -> C*(M; k)

sont commutatifs a homotopie canonique pres.12 On definit ainsi des accouple-

ments

C(a) x C(a) —► C(a)

avec a = u, v ou w , compatibles entre eux [6, §7.9]), ce qui se traduit par le

diagramme commutatif suivant:

C(u) x C(u) -> C(u)

C(v) x C(v) -► Civ)

i I
C(w) x C(w) -►        C(w)

} 1
Cl*(N(%); Z) x Cl*(N(%); Z) -► Cl*(N(%f); Z)

5.4. Ce qui precede permet de definir un isomorphisme Cl*(NC^);Z) —►

C(u) = C*(M;Z) dans la categorie derivee, compatible avec les structures

multiplicatives. De maniere plus precise, on a le diagrammecommutatif sui-

vant:

12De maniere precise, si M el N sont deux varietes, on a un diagramme commutatif

A*(M)®A*(N)    ->A*(MxN)

C*(M)®C*(N)

[C»(M) _ C,(N)]* <- C(MxN)

oil * designe le dual, oil la fleche —» est le produit exterieur des formes differentielles usuelles

et et oil la fleche <— est la duale de Tapplication canonique 6: C*(M) ® C,(N) —► C„(Af x N)

obtenue en triangulant Ap x Aq ("shuffles"; cf. [8, p. 240]). On dispose d'un morphisme naturel de

complexes y: C*(M x N) —► C*(M)_C,(N) tel que d.y et y.8 soient homotopes a l'identite ([8]

loc. cit). Par composition de ces morphismes ou de leurs duaux, on construit ainsi le diagramme

homotopiquement commutatif annonce:

A*(M)_A*(N)  -►  A'(MxN)

C'(M)®C*(N) -* C*(M x N).
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C(W) -►     C*(M;Z)xFr(A*(M))     —^ A*(M)

I 1 »
C(<p)  -* C(v)xFr(A*(M)) —^—» A*(M)

I I I
C(6)  -► C(w) x Fr(A*(M)) —e—+ A*(M)

C(T)  -> Cl*(N(W);Z)xFr(A*(M)) —T-^ A*(M)

et les divers cup-produits

C(a) x C(a) -» C(a)

avec a = *F ,4>, 6 ou T sont ainsi compatibles entre eux. La discussion

precedente se conclut par le theoreme suivant:

5.5. Theoreme. Soit %/ un recouvrement ouvert de la variete M tel que Tappli-

cation canonique de M dans la realisation geometrique du nerfde % soit une

equivalence d'homotopie.13 Alors la cohomologie de Deligne-Beilinson de M rel-

ative a la filtration Fr du complexe de de Rham A*(M; k) (cj [6]) est canon-

iquement isomorphe au cone a gauche (cj. Note 9) du morphisme de complexes

Cl*(N(^); Z) x Fr(A*(M)) -* A*(M).

Dans le premier membre, Cl*(N(%f); Z) designe le complexe de de Rham non

commutatijsur le nerj N(%() de %, le cone a gauche etant muni de la structure

multiplicative explicitee en [6, §7] par exemple.

Appendice. Integration des formes differentielles non commutatives

A.l. Nous supposerons ici que k D Q (des hypotheses un peu plus generales

sont envisagees en 4.9). L'integration sur les simplexes definit un homomor-

phisme de A:-modules gradues simpliciaux (avec les notations de 2.1):

7: ST -► C*.

Plus precisement, nous avons la formule

I(fdjX---djn)(io,...,in)=   [ fAdjX A---Adjn£k,

ou o = [io, ... , in] est le «-simplexe oriente (eventuellement degenere), defini

par les sommets (io, --• , in) et ou le symbole / designe Tintegrale des formes

differentielles usuelles (il est facile de voir que c'est un nombre rationnel mul-

tiplie par un element de k). Notons que Tintegrale est nulle si le simplexe

est degenere. D'apres la formule de Stokes, 7 definit bien un morphisme de

complexes. Notons cependant que I n'est pas multiplicatijXA ce qui cree des
complications pour certaines definitions de base, notamment celle de la coho-

mologie de Deligne-Beilinson (cf. [6] et le §5).

13Ceci est par exemple le cas si l'intersection d'un nombre quelconque d'ouverts du recouvrement

est vide ou contractile.

14II Test cependant a homotopie pres: cf. Note 11.
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A.2. Theoreme. Le morphisme I est homotope (en tant que morphisme de

complexes simpliciaux) a celui defini en 2.9 et note15 cp . Plus precisement, il

existeun morphisme simplicial gradue K: Cl* —> C*_1 tel que dK+Kd = I-cp .

Ce theoreme resultera de la proposition A.4 demontree plus loin. Definissons

auparavant Tintegration "partielle" suivante:

In<m:Cl"xCm ^C"+m

oil

In,m(OJ, C)(io, ...in+m) =  (   / Oi) .C(in , in+X , ... , in+m).
\JUo,...,in]     /

En fait, In, m est la composition des applications:

Q" x Cm -» C" x Cm -> Cn+m,

ou la premiere est induite par integration des formes sur le facteur Q." et ou

la seconde est le cup-produit des cochaines. Si S designe la differentielle sur le

complexe C* comme plus haut, nous avons done la formule d(In,m(co, c)) =

In+i,m(dco, c) + (-l)deg(£t,)7„;m+i(<y, 5c). Par abus d'ecriture, nous poserons

(O.C = I„,m(0), c).

A. 3.   Definissons un morphisme de complexes simpliciaux

Ir:Cl* ^C*

par la formule suivante

Ir(fdjx ■ ■ ■ dj") = (j°.djx ■ ■ ■ df).(djr+x ■ ■ ■ Sj"),

pour r < n, j etant la restriction de la fonction / aux sommets du simplexe

comme en 2.4. On pose Ir(fdjx---dj") = I(fdjx ■■■dj") si r > n. On

notera que 70 = cp , et que Ir(co) = I (of) pour r assez grand.

A.4.   Proposition. Les morphismes de complexes Ir et Ir-X sont homotopes.

Demonstration. Definissons un "operateur d'homotopie" simplicial

Kr:Cl" -^C"-x

par la formule suivante:

Kr(co) = (f.djx ■ ■■df-x.f).(Sf+x ■ --df")

-(f.djx---df-x).(r.8f+x---dj")

pour co = j°.djx ■ ■ -dj" et r < n . Cette derniere expression a bien un sens,

car elle ne depend que de la classe de jr modulo k . On pose aussi Kr(co) = 0

pour r > n . Nous pouvons alors ecrire les identites que voici:

SKr(co) = (df.djx ■ ■■djr-x.jr).(Sjr+x ■ --Sj")

+ (-iy-x(f>.djx---df-x.djr).(Sf+x---sj")

-(f.djx---drx).(f.df+x---sjn)

_ +(-l)r(f.dfx---df-x).(5f.dfr+x---df")

15Noter que tp est multiplicatif.
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et

Kr.d(co) = Kr(df.dfx---df")

= (df.djx---jr).(Sjr+x---Sj")

-(df.djx---djl-x).(f.Sf+x---Sj").

Par consequent, SKr - Kr.d = (-l)r_17r + (-l)r7r_, , soit

Ir-Ir-X  =8((-l)r-XKr)-(-l)rKrd.

Si nous remplacons Kr par K'r = (-l)r~xKr, cette identite s'ecrit aussi

7r-7r_i =8K'r + K'rd.

Ceci acheve la demontration de la Proposition A.4.

Demonstration du theoreme A.2. On pose K = __,_o K'r • Cette somme infinie a

bien un sens car elle est en fait finie en chaque degre. Puisque Ir(co)-Ir-i(co) =

(SK'r + K'rd)(co), que I(co) = cp(co) et Ir(co) = I (of) pour r assez grand, on a

la relation
7 - cp = SK + Kd

ce qui demontre le theoreme.

A.5. Remarque. La demonstration du theoreme A.2 n'a utilise de Tintegrale

que la propriete de compatibility avec Toperateur bord sur les chaines ("formule

de Stokes"). La meme methode permet de demontrer le theoreme plus general

que voici:

A.6. Theoreme. Soient I et J: Cl* —> D* deux morphismes de complexes qui

coincident sur k c Cl°, Cl* designant le complexe des jormes differentielles non

commutatives. lis sont alors homotopes.

A.l.   Exemple d'application. Les deux cup-produits

Q" x Clp -» Cl"+P et C\» xCl" ^ Cl"+P

peuvent s'interpreter comme des morphismes de complexes

L et R: Cl* -► Hom(Q*, _\*+")

(multiplication a gauche ou a droite). De maniere plus precise, les morphismes

de complexes L et R sont definis par les formules L(co)(6) = co.d et R(co)(d)

= (-l)"p(8.co). D'apres le theoreme precedent, ils sont homotopes. Dans

la perspective de la cohomologie de de Rham non commutative, cette remar-

que permet de mieux comprendre le caractere commutatif (au sens gradue) de

Talgebre de cohomologie. Une autre interpretation est donnee dans [7] grace a

la theorie des operations de Steenrod.
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